Solucién: Una tnica manera pard? ( 2°1=(21999%+(2199924(2109924+(219992 )y
2°no se puede expresar como suma de 4 cuadrados.

En primer lugar voy a demostrar que si una potetheid se descompone en suma de cuatro
cuadrados, entonces la base de cada cuadradajtierser nimero par. Es decir, si
N=g+b*+c*+d? (N>2)— a, b, ¢ y d son nimeros pares.(Para NZ21°21%+1%+1?)

Como &+b*+c?+d? tiene que ser nimero par pueden darse tres poaisks:
1) que los cuatro sumandos sean pares
2) que los cuatro sumandos sean impares
3) que dos sumandos sean impares y dos sumandogasea

Veo que las situaciones 2) y 3) no pueden darse:

2) que los cuatro sumandds &, ¢, & sean impares

Si estas potencias son impares, las bases debempsees también, por lo que a=2A-1,
b=2B-1, c=2C-1, d=2D-1.

& +bP++dP=(2A-1Y+(2B-1F+(2C-1F+(2D-1Y=4(A*+B*+C*+D?) —4(A+B+C+D)+4.
Asi que = 4(A?+B*+C?*+D?) —4(A+B+C+D)+4. Luego:

2V (A%+B%+C?*+D?%) —(A+B+C+D)+1=A—A+ BB + C—C + D’-D+1=A(A-1)+B(B-
1)+C(C-1)+D(D-1)+1.

Pero los productos A(A-1), B(B-1), C(C-1) y D(Dsbn numeros pares por ser
producto de dos niumeros enteros consecutivos ggnaiguiente se tiene que el nimero
A(A-1)+B(B-1)+C(C-1)+D(D-1)+1 es impar, cosa quepuede ser ya que
A(A-1)+B(B-1)+C(C-1)+D(D-1)+1=22

3) que de los cuatro sumanddskd, ¢, of dos sean impares y dos sean pares(las dos bases
correspondientes deben ser impares y pares)

Supongo a=2A-1, b=2B-1, c=2C, d=2D

a+bP+ A+ d=(2A-1Y+(2B-1F+(2CF+(2D)*=4(A*+B*+C*+D?) —4(A+B)+2. Asi que
2N=4(A%+B?*+C*+D?) —4(A+B)+2— 2V =2(A%+B%*+C*+D?) —2(A+B)+1, cosa que no
puede ser porqué'Z es par y 2(A+B?*+C*+D?) —2(A+B)+1 es impar.

Induccion sobre el exponente para demostrar ladadoy la imposibilidad en los casos
de exponente par y exponente impar, respectivamente

Si N es par la solucién es Unica

N=2—2%=1%+1%+1%+1? (Unica forma)
N=4—2%=2%+2°+2°+2? ((inica forma)

Supongamos que 2se expresa de manera Gnica como suma de cuatiadoa

(esta forma ser&2=(2"1)%+ (2Y1%+ (2 H2+(2¥Y?) y veamos que®?*? también.

22N =g 1p?+c?+d?, y como a, b, ¢, d son pares tenemos que a=2/,l=2C, d=2D.
Luego ZV*=4(A%+B%*+C*+D?)—2°"= A%+B?*+C*+D? y por la hipétesis de induccién esa
descomposicién es Unica, es decir, A=B=C=P5dor lo que a=b=c=d=x2""*'=2".

Si N es impar no es posible:

N=1—2"=2 (no es posible)

N=3—2°=8 (no es posible)

Supongamos que'2’ no se puede expresar como suma de 4 cuadradasnpsejue
2°N*1 tampoco se puede.

Si 2N =g +b?+c*+d?, tendriamos que?2 =4(A%+B*+C?+D?%)— 2V =A%+B%+C%+D?
en contra de la hipétesis de induccion.



