EL DESAFIO DE LA SEMANA. Dos segmentos iguales y en angulo recto.

Partiendo de un tridngulo cualquiera de vértices ABC, tomamos dos de sus lados, AB y
AC por ejemplo, y dibujamos cuadrados apoyados en ellos. Llamamos [ y J a los
centros de los dos cuadrados y H al punto medio del lado del tridngulo donde no hemos
apoyado ningun cuadrado (el BC en este caso).

El desafio de esta semana consiste en demostrar que los segmentos HI y HJ tienen la
misma longitud y que ademas forman un angulo de 90°. La situacion inicial puede verse

en esta figura.
SOLUCION 1.

Vamos a ver las coordenadas de todos los puntos. Tomamos el origen en el punto B, y el eje OY
con el lado AB, y el triangulo hacia la derecha del eje OY.

A=(0,c); B=(0,0); C=(x,y),conx>0
H=(x/2,y/2); 1=(c/2,¢c/2) ;
AC=(x,y-¢)

M punto medio de AC, M = (x/2, (c+Y)/2)

Recordamos que para hallar un vector perpendicular a (X,Y) basta cambiar el orden y un signo,
es decir el (-Y,X) es perpendicular al (X,Y). Realmente hay 2 vectores que sean perpendiculares
al (X,Y) y tengan el mismo maédulo: el (-Y,X) y el (Y,-X) (misma direccion, sentido contrario).

Ml es un vector perpendicular a AC y de mddulo la mitad, asique MI=1/2 (c-vy,x). (El otro
vector perpendicular seriael 1/2 (y-c, -x) que apunta hacia dentro del tridngulo, -x < 0).

I=01=0OM+MI=(x/2,(c+y)/2) + 1/2 (c-y,x) = ((x+c-y)/2, (x+c+y)/2)
HI = ((cy)/2, (x+c)/2 )= 1/2 (c-y, c+x)
HJ = ((-cx)/2, (c-y)/2)=1/2 (-c-x, c-y ) =1/2 (-(c+x) , c-y )

Asi que HI y HJ son perpendiculares y tienen el mismo médulo.




SOLUCION 2.
Dos triangulos semejantes tienen los 3 angulos iguales y los 3 lados proporcionales.

Para ver esta solucién lo que hay que recordar es que si 2 tridngulos tienen 2 lados
proporcionales y el angulo comprendido entre ellos igual, entonces son 2 tridngulos
semejantes.

Los tridngulos HCIl y BCR son semejantes.
- Comparten el angulo ( C+45°)
- BC=2*HC (porque H es el punto medio de BC)
- CR=2*Cl (=diagonal cuadrado CARS)

y por lo tanto el otro lado del tridangulo grande también sera el doble del otro lado del
triangulo pequenio, y seran lados paralelos, es decir BR =2 * HI

Los tridngulos HBJ y CBP son semejantes.
- Comparten el angulo ( B+45°)
- BC=2*BH (porque H es el punto medio de BC)
- BP=2%*BJ (=diagonal cuadrado BQPA)

y por lo tanto el otro lado de este tridngulo grande también serd el doble del otro lado de este
tridangulo pequefio, y seran lados paralelos, es decir CP =2 * HJ

Asi que si vemos que CP y BR miden lo mismo y son perpendiculares, ya tendremos lo que
qgueriamos, que Hl y HJ miden lo mismo (la mitad que CP=BR) y también son perpendiculares
(porque HJ paralelo a CP, CP perpendicular a BR, BR paralelo a Hl).

El tridngulo BAR tiene 2 lados que coinciden con lados de los cuadrados (BA es lado del
cuadrado de la izquierda en el dibujo, AR es lado del cuadrado de la derecha), y el angulo que
forman estos dos lados es ( A +90° ). (donde A es el dngulo del vértice A del tridngulo original)

El tridngulo PAC tiene 2 lados que coinciden con lados de los cuadrados (PA es lado del
cuadrado de la izquierda en el dibujo, AC es lado del cuadrado de la derecha), y el dngulo que
forman estos dos lados es ( A +90° ).

Asi que ambos triangulos, BAR y PAC, han de ser iguales (2 lados iguales y el dngulo
comprendido entre ellos igual). Y por tanto |CP| = |BR]. Y son perpendiculares porque los
otros 2 lados son perpendiculares (AR perpendicular a ACy AB perpendicular a AP). En el
dibujo rotando el tridngulo BAR en el punto A, 90° en sentido agujas del reloj, coincidira con el
otro tridngulo PAC.



SOLUCION 3.
Trasladar, rodar, y trasladar.

El tridngulo HMI lo trasladamos por el lado ACy llegamos al TAU.




Y ahora lo giramos 90° en sentido agujas del reloj (U pasaa M, T pasa a V)
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Y ahora hacia abajo... (VaJ,AaT, MaH)
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Hemos pasado de HI a HJ, trasladando, girando 90°, y trasladando.

Asi que Hl y HJ son iguales y perpendiculares.



SOLUCION 4. Ver directamente que los triangulos HMI y JTH son iguales.

Recordamos que el cualquier tridangulo el segmento que une los puntos medios de 2 lados es
paralelo al otro lado y mide la mitad del mismo. Esto se deduce por ejemplo del criterio de
semejanza que hemos usado en la solucion 2 (“si 2 tridngulos tienen 2 lados proporcionales y el
dngulo comprendido entre ellos igual, entonces son 2 tridngulos semejantes”).

Llamamos a los lados del triangulo “a”, “b” y “c”. (a=medida lado opuesto al vértice A, b lado
opuesto al By c lado opuesto al C).

En el Tridngulo HMI, el angulo del vértice M es (A+90°), y los lados que forman este angulo
miden [MI]| =b/2 y |HM]| =c¢/2 (porque HM es el segmento que une los puntos medios de
los lados “a” y “b”).

En el Tridngulo JTH, el dngulo del vértice T es (A+90°), y los lados que forman este dngulo
miden |JT| =c/2y |TH| =b/2 (porque TH es el segmento que une los puntos medios de los
Iados IICII y Ila”).

Asi que los 2 triangulos son iguales, porque tienen 2 lados iguales y el angulo comprendido
entre esos dos lados también igual. Por tanto el tercer lado también ha de ser igual, es decir
|HI| = |HJ|.Y son perpendiculares por serlo los otros 2 lados:

MH paralelo a AB y AB perpendicular a JT => MH perpendicular a JT.
Ml perpendicular a ACy AC paralelo a TH => Ml perpendicular a TH

Y girando 90° el tridngulo HMI en sentido agujas reloj nos queda el JTH.



Nota: en los dibujos siempre hemos pintado el angulo A menor que 90°. Si fuera mayor que
90° puede cambiar un poco el razonamiento.

Por ejemplo, en la Solucién 4, el dngulo coincidente de ambos triangulos en lugar de ser
(A+90°) es (360 - (A+90°) ), como se puede observar en el siguiente dibujo. Todo lo demas

sirve igual.




Otro dibujo, para seguir jugando:




