DESAFIO 55: EL CUADRILATERO DE SEBAS

Los amigos Sebas, Lado y Perimetro se encuentran para tomar un refresco y mientras esperan que les
sirvan deciden pasar el rato discutiendo de matemética, ayudados Unicamente de lapiz y papel.

Sebas: ¢ Cual es el cuadrilatero de lados numeros naturales, el mayor de los cuales mide 67, que tiene
una diagonal igual al diametro de la circunferencia en la que esta inscrito?

El camarero, que se encontrada sirviendo los refrescos en el momento en que Sebas planteé el
problema, se une a la conversacion diciendo: “Entonces el &rea también es un entero y el perimetro un
par”.

Los tres se miran sorprendidos, ¢tiene razon el camarero?

Después de ensuciar papel, la conversacion sigue:

Lado: Con estos datos nos es imposible resolver el problema.

Sebas: Tenéis razon, os daré otros datos; a ti, Lado, te diré el valor de uno de sus lados y a ti,
Perimetro, el de su perimetro.

Al conocer estos ultimos datos ambos consultan sus célculos y...

Lado: De poco me ha servido la informacion, sigo sin poder resolverlo.

Perimetro: Lo mismo me pasa a mi.

Lado: Yo no he podido resolverlo, tampoco Perimetro, mucho me temo que no lleguemos a la solucién.
Perimetro: Pues yo ahora si sé las dimensiones.

Lado: Entonces si tu las sabes, yo también las sé.

¢, Cudles son las dimensiones de los lados del cuadrilatero?



Solucién

Lo primero es darse cuenta de que el cuadrilatero se puede descomponer en dos triangulos
rectdngulos. Nos aprovecharemos de la siguiente propiedad:

La medida de un angulo inscrito en una circunferencia es la mitad del arco que abarca, es decir,
la mitad del angulo central correspondiente.

Como una diagonal coincide con el diAmetro de la circunferencia circunscrita y un diametro abarca
180°, entonces los &ngulos por los que no pasa esa diagonal son de 90°. Por lo tanto, tenemos un
triangulo rectangulo a cada lado de la diagonal. Estos tridngulos los identificaré por un nombre y la
longitud de sus catetos:

e T1(a,b), cona=67

e T2(c,d)

Lo segundo, va a ser probar que el camarero tiene razon. Dado que los tridngulos tienen los catetos
enteros, el cuadrado del diAmetro sera otro entero, que puede ser par o impar.

e Casol:
Si D? es impar, entonces b es par, ¢ impary d par.
El perimetro ser& la suma de dos pares y dos impares, que es par.

El &rea la suma de las areas de T1 (el producto de un impar por un par dividido entre dos, que
es un entero) y T2 (que es otro entero por el mismo motivo).

e (Caso2:
Si D? es par, entonces b es impar y:

0 Caso2.1:cimparyd impar.
El perimetro serd la suma de cuatro impares, que es par.
El &rea la suma de las areas de T1 (el producto de dos impares por un par dividido entre
dos, que es igual a un nimero entero mas un medio) y T2 (que es otro entero mas un
medio por el mismo motivo). La suma de ambos es igual a la suma de dos nimeros
enteros mas uno, que también es entero.

o Caso2.2:cparyd par.
Esta solucién no es posible porque, a partir de a'y b se deduce que D? es igual a dos

mas un multiplo de cuatro, y a partir de c y d se deduce que es un multiplo de cuatro, y
ambas cosas no se pueden dar a la vez.



Lo siguiente va a ser obtener el campo de soluciones posibles. Lo obtendré como todas aquellas
cuaternas/a/ b/ c/d/ que satisfacen la condicion de la diagonal comdn. Esto es:

D? =a?+b? =c? +d?

Usando fuerza bruta (lo siento Sebas, no veo como aplicar el resultado del camarero ni nada que se
parezca a la férmula general de obtencidn de ternas pitagéricas), me salen 28 posibilidades.

SOLUCION LADOS PERIMETRO | SOLUCION LADOS PERIMETRO
1 167/1/53/41/ 162 15 167/16/53/44/ 180
2 16713163723/ 156 16 167/16/61/32/ 176
3 16714156137/ 164 17 167/19/59/37/ 182
4 16714159132/ 162 18 167/19/65/25/ 176
5 16714161728/ 160 19 167/21/57/41/ 186
6 167/5/65/17/ 154 20 167/21/63/31/ 182
7 167/6/50/45/ 168 21 167/23/53/47/ 190
8 167/6/66/13/ 152 22 167/26/61/38/ 192
9 16718152143/ 170 23 167/29/59/43/ 198
10 16719159733/ 168 24 /67/30/58/45/ 200
11 /67/10/58/35/ 170 25 167/31/65/35/ 198
12 167/11/49/47/ 174 26 167/32/53/52/ 204
13 167/13/53/43/ 176 27 167/36/59/48/ 210
14 167114162129/ 172 28 167/44/61/52/ 224




Como Perimetro no puede dar la solucion, sabemos que para el perimetro que le han dado hay mas
de una solucidn. Por lo tanto, Perimetro se encuentra en una de estas situaciones:

SOLUCION LADOS PERIMETRO

1 16711153141/

162
4 167/14/59/32/
7 /167/16/50/45]/

168
10 /167/9/59/33/
9 16718152143/

170
11 /67/10/58/35/
13 /167/13/53/43/
16 /167/116/61/32/ 176
18 /167/119/65/25/
17 /167/19/59/37/

182
20 /167/21/63/31/
23 167129/59/43/

198
25 /167/131/65/35/




Sabemos que para el dato de Lado hay mas de una solucién. Por lo tanto, esta en una de estas

situaciones.
SOLUCION LADOS PERIMETRO |LADO DADO | SOLUCION LADOS PERIMETRO |LADO DADO
3 /67/4156/37/ 164 15 /67/116/53/44] 180
44
4 167/4159/32/ 162 4 28 167144161152/ 224
5 /67/4/61/28/ 160 7 /67/6/501/45/ 168
45
7 /67/6/501/45/ 168 24 /67/30/58/45/ 200
6
8 /67/6/66/13/ 152 12 1671111491471 174
47
8 /167/6/66/13/ 152 21 1671231531471 190
13
13 /67/13/53/43/ 176 9 /67/8152/43/ 170
15 167/116/53/44/ 180 26 167/132/53/52/ 204 52
16
16 167/16/61/32/ 176 28 167144161152/ 224
17 /67/19/59/37/ 182 1 /67/1/53/41/ 162
19
18 /67/19/65/25/ 176 13 /67/13/53/43/ 176
19 167121157141/ 186 15 /67/116/53/44/ 180 53
21
20 167/21/63/31/ 182 21 1671231531471 190
2 /67/3/63/23/ 156 26 167/32/53/52/ 204
23
21 1671231531471 190 11 /67/10/58/35/ 170
58
14 167114162129/ 172 24 /67/30/58/45/ 200
29
23 167/129/59/43/ 198 4 167/4/59/32/ 162
20 167/21/63/31/ 182 10 /67/9/59/33/ 168
31
25 /67/31/65/35/ 198 17 /67/19/59/37/ 182 59
4 167/4/59/32/ 162 23 167129/59/43/ 198
16 167/16/61/32/ 176 32 27 /67/36/59/48/ 210
26 167/132/53/52/ 204 5 167/4/61/28/ 160
11 /67/10/58/35/ 170 16 167/16/61/32/ 176
35 61
25 /67/31/65/35/ 198 22 167/126/61/38/ 192
3 /67/4156/37/ 164 28 167144161152/ 224
37
17 167/19/59/37/ 182 2 /67/3/63/23/ 156
63
1 /67/1/53/41/ 162 20 167/21/63/31/ 182
41
19 167121157141/ 186 6 /67/5/65/17/ 154
9 167/8152/43/ 170 18 167/19/65/25/ 176 65
13 /67/13/53/43/ 176 43 25 /67/31/65/35/ 198
23 167129/59/43/ 198




Eliminamos las soluciones que no estan entre las de Perimetro.

SOLUCION LADOS PERIMETRO | LADO DADO | SOLUCION LADOS PERIMETRO |LADO DADO
4 16714159732/ 162 4
7 /67/16/50/45/ 168
45
7 /67/6/50/45/ 168
6
13
13 /67/13/53/43/ 176 9 16718152143/ 170
52
16
16 /67/16/61/32/ 176
17 /67/19/59/37/ 182 1 /67/1/53/41/ 162
19
18 /67/119/65/25/ 176 13 /67/13/53/43/ 176
53
21
20 /67/21/63/31/ 182
11 /67/10/58/35/ 170
58
29
23 /67129/59/43/ 198 4 167147159732/ 162
20 /67/21/63/31/ 182 10 /67/19/59/33/ 168
31
25 /67/31/65/35/ 198 17 /67/119/59/37/ 182 59
4 167147159732/ 162 23 /67129/59/43/ 198
16 /67/16/61/32/ 176 32
11 /67/10/58/35/ 170 16 /67/16/61/32/ 176
35 61
25 /67/31/65/35/ 198
37
17 /67/19/59/37/ 182
63
1 /67/1/53/41/ 162 20 /67/21/63/31/ 182
41
9 167/18/52/43/ 170 18 /67/119/65/25/ 176 65
13 /67/13/53/43/ 176 43 25 /67/31/65/35/ 198
23 /67129/59/43/ 198




Cuando Perimetro tiene la solucién, Lado tiene dudas. Por lo tanto, para su dato hay més de una

solucion. Eliminamos los lados con solucién Unica.

SOLUCION LADOS PERIMETRO | LADO DADO | SOLUCION LADOS PERIMETRO |LADO DADO
17 /67/19/59/37/ 182 1 /67/11/53/41/ 162
19
18 /67/119/65/25/ 176 13 /67/13/53/43/ 176
53
4 167147159732/ 162
20 /67/21/63/31/ 182 10 /67/19/59/33/ 168
31
25 /67/31/65/35/ 198 17 /67/119/59/37/ 182 59
4 167147159732/ 162 23 /67129/59/43/ 198
16 /67/16/61/32/ 176 32
11 /67/10/58/35/ 170
35
25 /67/31/65/35/ 198
9 16718152143/ 170 18 /67/119/65/25/ 176 65
13 /67/13/53/43/ 176 43 25 /67/31/65/35/ 198
23 /67129/59/43/ 198




Por lo tanto, las soluciones posibles de Perimetro son las siguientes.

SOLUCION LADOS PERIMETRO

1 16711153141/

162
4 167/14/59/32/

168
10 /167/9/59/33/
9 16718152143/

170
11 /67/10/58/35/
13 /167/13/53/43/
16 /167/116/61/32/ 176
18 /167/119/65/25/
17 /167/19/59/37/

182
20 /167/21/63/31/
23 167129/59/43/

198
25 /167/131/65/35/

Pero ya sabe cual es la solucién y eso es porque su dato no da lugar a ninguna duda. Eso sélo es
posible si su dato es un perimetro es 168. La solucién es la nimero 10. Por lo tanto, el cuadrilatero
tiene por lados /67 /9/59/33 /.Y el dato de Lado es 59 porque la solucion 10 sélo aparece en para
ese valor del lado.



